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Abstrak 
Sistem linier kontinu bergantung waktu merupakan suatu model yang banyak dijumpai dalam 
aplikasi. Penelitian ini mengkaji hubungan antara keterobservasian dan keterkonstruksian sistem 
linier kontinu bergantung waktu. Dengan menggunakan metode aljabar, dalam tulisan ini dibuktikan 
beberapa teorema yang mengkaji hubungan antara keterobservasian dan keterkonstruksian sistem 
linier kontinu bergantung waktu. Selain itu, diberikan beberapa contoh sebagai ilustrasi untuk 
memperkuat keberlakuan teorema-teorema yang telah dibuktikan. 
 
Kata kunci: keterobservasian, keterkonstruksian, sistem linier kontinu bergantung waktu 
Abstract 
Continuous time-varying linier system is a model which many peoples to find in any applications. 
This paper to teaching connection of observability and constructibility for continuous time-varying lin-
ear system. With algebra method we can proof any theorems to result connection of observability and 
constructibility for continuous time-varying linear system. Futhermore, we gave any examples for illus-
tration to be valid this theorems and this proof. 
 
Keywords: observability, constructability, continuous time-varying linier system  
 
PENDAHULUAN 
Diberikan suatu sistem linier kontinu 
bergantung terhadap waktu berikut: 
 
.
0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( );   ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t A t t B t t t t t
t C t t D t t










x . Dalam sistem (1), ( ) nt x  
menyatakan vektor keadaan, ( ) mt u  menya-
takan vektor input dan ( ) pt y  menyatakan 
vektor output. Semua entri pada matriks 
( ) ,  ( ) ,  ( )n n n m p nA t B t C t      dan 
( ) p mD t   berupa fungsi-fungsi bernilai riil. 
Notasi n  menyatakan himpunan vektor riil 
berdimensi n , dan n m  menyatakan himpunan 
matriks riil berukuran n m . Jika entri-entri dari 
matriks A  dan B  bergantung terhadap waktu, 
maka sistem pada persamaan (1) disebut time-
varying. Sebaliknya, jika entri-entri dari matriks 
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A  dan B tidak bergantung terhadap waktu, 
maka sistem (1) disebut time-invariant. Solusi 
persamaan pertama dalam (1) adalah 
 
0
0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,
t
t
t t t t t B d      x x u   (2) 
dimana 
0( , )t t  menyatakan matriks transisi 
keadaan untuk persamaan tersebut. Dengan 
demikian:
0
0 0( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( ).
t
t
t C t t t t C t t B d
D t t






Hal yang menarik untuk dikaji dari sistem 
linier kontinu  bergantung terhadap waktu ada-
lah masalah keterobservasian dan keter-
konstruksian. Secara umum, sistem (1) 
dikatakan terobservasi keadaan jika keadaan 
awal 0 0( )t x x  dapat ditentukan dengan 
mengetahui output dan input sekarang dan 
akan datang. Selain itu, sistem (1) dikatakan ter-
konstruksi jika keadaan awal 0 0( )t x x  dapat 
ditentukan dengan mengetahui output dan in-
put sekarang dan masa lalu. 
Makalah ini mengkaji kembali hubungan 
antara keterobservasian dan keterkonstruksian 
dari sistem (1).  
 
LANDASAN TEORI 
Sistem Linier Kontinu Bergantung terhadap 
Waktu 
 Diberikan sistem linier bergantung wak-
tu sebagai berikut: 
 
.
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ,t A t t B t t t  x x u x x   (4) 
dimana ( ) n nA t  , ( ) n mB t   adalah matriks 
riil bergantung waktu. 




0 0( ) ( ) ( ), ( ) ,t A t t t x x x x   (5) 
yang merupakan sistem linier homogen bergan-
tung waktu. 
 Misalkan n n  adalah matriks 
dengan n  kolomnya berupa n  solusi bebas 
linier dari (5). Matriks   dikatakan sebagai 
matriks fundamental dari (5). 
Definisi 1. Jika   adalah matriks fundamental 
dari (5), maka   yang didefinisikan sebagai 
 10 0 0( , ) ( ) ( ),    , ( , )t t t t untuk t t  
     
dikatakan matriks transisi keadaan dari (5) 
Teorema 2. Misalkan 0 ( , )t    dan 0( , )t t  
adalah matriks transisi keadaan dari (5) untuk 
( , )t    maka pernyataan berikut benar: 
1. 0( , )t t  merupakan solusi tunggal dari per-
samaan diferensial matriks 
 0 0( , ) ( ) ( , ),
d
t t A t t t
dt
     (6) 
dengan 0 0( , ) .t t I    
2. Untuk setiap , , ( , )t s    , berlaku  
 ( , ) ( , ) ( , ).t t s s       
3. Untuk setiap , ( , )t    , berlaku ( , )t   tak 
singular dan 
 1( , ) ( , ).t t    
Bukti. 
1. Misalkan   matriks fundamental dari (5). 
Dengan menggunakan Definisi 1 diperoleh 
1
0 0( , ) ( ) ( )t t t t
    . Oleh karena itu, 
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 0 0( , ) ( ) ( , ),t t A t t t    
dan 
 
0 0( , ) .t t I    
2. Misalkan   matriks fundamental dan    
matriks transisi dari (1). 
Dengan menggunakan Definisi 1 diperoleh 
 ( , ) ( , ) ( , ),t t s s      
dengan , , ( , )t s    . 
3. Misalkan   matriks fundamental, maka 
( ( )) 0det t   untuk setiap ( , )t   . 
Oleh karena itu 
( ( , )) 0.det t    
Dengan demikian, dapat dibuktikan bahwa 
( , )t   tak singular dan 1( , ) ( , )t t    .   
 
Teorema 3. Jika untuk setiap 0t  dan t  berlaku 
 
0 0
( ) ( ) ( ) ( ),
t t
t t
A t A d A d A t      
          
maka 
0
0( , ) exp ( ) .
t
t
t t A d   
    
 Persamaan (3) disebut respon total, yang 
terdiri dari penjumlahan dua komponen yaitu 
respon input-nol dan respon keadaan nol. Re-
spon input-nol diberikan oleh 
 0 0 0 0( , , ,0) ( ) ( , ) ,t t C t t t  x x   
sedangkan respon keadaan-nol diberikan oleh 
0
0( , ,0, ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).
t
t
t t C t t B d D t t      u u u   
 
METODE PENELITIAN  
Cara penelitian yang digunakan adalah 
studi literatur mengenai teori-teori tentang 
matriks, ruang vektor, transformasi linier, hasil 
kali dalam, norm, dan sistem linier kontinu ber-
gantung terhadap waktu. 
Makalah ini mengkaji kembali hub-
ungan antara keterobservasian dan ket-
erkonstruksian dari sistem (1), serta mem-
berikan beberapa contoh yang berkaitan 
dengan hubungan tersebut. 
 
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 
Telah diketahui bahwa output untuk sis-
tem (1) diberikan oleh 
0
0 0( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( )
t
t
t C t t t t C t t B d
D t t






untuk 0 , ( , )t t   , dimana ( , )t   menyatakan 
matriks transisi keadaan dari sistem (1). Selan-
jutnya, misalkan 
 




( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )  
dan  ( )
t
t
t t C t t B d D t t
t
      
  

y y u u
x x
  (9) 
Keterobservasian Sistem Linier Kontinu 
Definisi 4. Suatu keadaan x  dikatakan tak 
terobservasi pada waktu 0t  jika respon input-nol 
dari sistem adalah nol untuk setiap 0t t , yaitu 
jika 
 0 0( ) ( , )      .C t t t untuk setiap t t  x 0   (10) 
Misalkan 0to  menyatakan himpunan 
semua keadaan tak terobsercvasi pada 0=t t , 
atau secara simbolis dapat ditulis 
 0 0{  tak terobservasi pada }
t
o t t  x x∣   (11) 
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Definisi 5. Sistem (1) dikatakan terobservasi 
keadaan pada 
0t , jika  keadaan yang tak terob-
servasi pada 
0t  hanyalah keadaan nol, x 0 , 
yaitu jika 0 { }to  0 . 
 
Teorema 6. Suatu keadaan x  adalah tak terob-
servasi pada 
0t  jika dan hanya jika 
 
0 1( ( , ))oker W t tx   (12) 









W t t t C C t d       
 (13) 
adalah matriks simetris untuk setiap 1 0t t . 
Dari Teorema 6, jelas bahwa keadaan x  terob-
servasi pada 0t  jika dan hanya jika terdapat 
1 0t t  sedemikian sehingga 0 1( , )oW t t x 0 . 
Bukti. 
( ) Misalkan 0 1( ( , ))oker W t tx  maka 
0 1( , )oW t t x 0  untuk setiap 1 0t t . Akan di-
tunjukkan bahwa keadaan x  tak terobservasi 
pada 0t . Karena 0 1( , )oW t t x 0  maka 
0 1( , ) 0
T






0( ) ( , ) = 0 
t
t
C t d   x   
maka haruslah 
 0 0( ) ( , )   untuk setiap  .C t t    x 0   
Jadi keadaan x  tak terobservasi pada 0t . 
( )Misalkan keadaan x  tak terobservasi pada 
0t , akan ditunjukkan bahwa 0 1( ( , ))oker W t tx  
untuk setiap 1 0t t . Karena keadaan x  tak 
terobservasi pada 
0t ,  maka 0( ) ( , )C t t t x 0  
untuk setiap 
0t t . Akibatnya 
0 1( , )oW t t x 0  
Jadi 
0 1( ( , ))oker W t tx  untuk setiap 1 0t t .   
  
Dari Teorema 6, jelas bahwa keadaan x  
terobservasi pada 
0t  jika dan hanya jika terdapat 
1 0t t  sedemikian sehingga 0 1( , )oW t t x 0 . 
Akibat 7. Sistem (1) adalah terobservasi keadaan 
pada 0t  jika dan hanya jika terdapat suatu waktu 
berhingga 1 0t t  sedemikian sehingga 
 0 0 1( ( , )) .rank W t t n   (14) 
Jika sistem terobservasi, maka keadaan 0x  pada 










W t t t C d      
  x y  (15) 
Bukti. 
( ) Misalkan sistem (1) terobservasi keadaan 
pada 0t . Akan dicari suatu waktu berhingga 
1 0t t  sedemikian sehingga 
 0 1( ( , ))  .orank W t t n   
Karena (1) terobservasi keadaan pada 0t , maka 
keadaan yang tak terobservasi pada 0t  hanyalah 
keadaan nol, yaitu x 0 . Berdasarkan Teorema 
6, terdapat 1 0t t  sedemikian sehingga 
0 1( ( , )) { }.oker W t t  0  
Telah diketahui bahwa 
 0 1( ( , )) 0.onull W t t    
Karena 0 1( , )oW t t  adalah matriks n n , dan 
 0 1 0 1( ( , )) ( ( , )) ,o orank W t t null W t t n   
maka dapat disimpulkan bahwa 




0 1( ( , )) .orank W t t n   
 
( ) Misalkan terdapat suatu waktu berhingga 
1 0t t  sedemikian sehingga 
0 1( ( , )) .orank W t t n  
Akan ditunjukkan bahwa sistem (1) terobservasi 
keadaan pada 0t . Karena 0 1( ( , ))orank W t t n  un-
tuk suatu waktu berhingga 1 0t t , maka 
 0 1( ( , )) 0.onull W t t    
Akibatnya 0 1( ( , )) { }oker W t t  0  yang bermakna 
bahwa keadaan yang tak terobservasi pada 0t  
hanyalah keadaan nol, x 0 . Berdasarkan 
Definisi 5, maka sistem (1) adalah terobservasi 
keadaan pada 0t . Selanjutnya, dari persamaan 









W t t t C d   x y   (16) 
Dengan mengalikan kedua ruas (16) dengan 
1
0 1( , )oW t t










W t t t C d      
  x y  
 (17) 
Keterkonstruksian Sistem Linier Kontinu  
Definisi 8. Suatu keadaan x  dikatakan tak ter-
konstruksi pada waktu 1t  jika untuk setiap waktu 
berhingga 1t t , respon input-nol dari sistem ada-
lah nol untuk semua t , yaitu, 
 0 1( ) ( , )       .C t t t untuk setiap t t  x 0   
Misalkan 1t
cn
  menyatakan himpunan semua 
keadaan tak terkonstruksi pada 1t t , atau 
secara simbolis dapat ditulis 
 1 1{  tak terkonstruksi pada }
t
cn
t t  x x∣   
Definisi 9. Sistem (1) dikatakan terkonstruksi 
keadaan pada 
1t , jika  keadaan yang tak ter-
konstruksi pada 
1t  hanyalah keadaan nol, x 0 , 
yaitu jika 1 { }t
cn
  0 . 
 
Teorema 10. Suatu keadaan x  adalah tak terob-
servasi pada 
1t  jika dan hanya jika 
 
0 1( ( , ))cnker W t tx   









W t t t C C t d       
 (18) 
adalah matriks simetris untuk setiap 
0 1
t t . 
Bukti. 
( ) Misalkan 0 1( ( , ))cnker W t tx  maka 
0 1( , )cnW t t x 0  untuk setiap 0 1t t . Akan di-
tunjukkan bahwa keadaan x  tak terkonstruksi 
pada 1t . Karena 0 1( , )cnW t t x 0  maka 
0 1( , ) 0
T






1( ) ( , ) 0
t
t
C t d    x   
maka haruslah 
 1 1( ) ( , )   untuk setiap  .C t t    x 0   
Jadi keadaan x  tak terkonstruksi pada 1t  . 
( )Misalkan keadaan x  tak terkonstruksi pada 
1t , akan ditunjukkan bahwa 0 1( ( , ))cnker W t tx  
untuk setiap 0 1t t . Karena keadaan x tak ter-
konstruksi pada 1t , maka 1( ) ( , )C t t t x 0  untuk 
setiap 1t t . Akibatnya 
 0 1  ( , )cnW t t x 0  
Jadi 0 1( ( , ))cnker W t tx   untuk setiap 0 1.t t   
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Akibat 11. Sistem (1) adalah terkonstruksi 
keadaan pada 
1t  jika dan hanya jika terdapat 
suatu waktu berhingga 
0 1
t t  sedemikian se-
hingga 
 
0 1( ( , )) .cnrank W t t n   (19) 
 
Bukti. 
( ) Misalkan sistem (1) terkonstruksi keadaan 
pada 
1t . Akan dicari suatu waktu berhingga 
0 1t t  sedemikian sehingga 
 0 1rank(W (t ,t )) = n.cn   
Karena (1) terkonstruksi keadaan pada 1t , maka 
keadaan yang tak terkonstruksi pada 1t  hanya-
lah keadaan nol, yaitu .x 0  Berdasarkan Te-
orema 6, terdapat 0 1t t  sedemikian sehingga 
 0 1( ( , )) { }.cnker W t t  0   
Telah diketahui bahwa 
 0 1null(W (t ,t ))=0.cn   
Karena  0 1,cnW t t   adalah matriks n n , dan 
    0 1 0 1rank( )+null( )=n, ,,cn cnW t t W t t   
maka dapat disimpulkan bahwa 
  0 1rank( )=n, .cnW t t   
 ( ) Misalkan terdapat suatu waktu berhingga 
0 1<t t  sedemikian sehingga  
  0 1rank( )=n, .cnW t t   
Akan ditunjukkan bahwa sistem (1) ter-
konstruksi keadaan pada 1t . Karena 
  0 1,cnrank W t t n  untuk suatu waktu 
berhingga 0 1<t t maka 
 0 1null(W (t ,t ))=0.cn   
Akibatnya 
0 1( ( , )) { }cnker W t t  0  yang bermakna 
bahwa keadaan yang tak terkonstruksi pada 
1t  
hanyalah keadaan nol, x 0 . Berdasarkan defin-
isi 9, maka sistem (1) adalah terkonstruksi 
keadaan pada 
1t .   
 
Hubungan Antara Keterobservasian dan Ket-
erkonstruksian Sistem Linier Kontinu 
Teorema berikut memperlihatkan hub-
ungan antara keterobservasian dan ket-
erkonstruksian sistem (1). 
Teorema 12. Jika sistem (1) terobservasi 
keadaan pada 0t , maka sistem tersebut ter-
konstruksi keadaan pada suatu 1 0t t . Selanjut-
nya, jika sistem (1) terkonstruksi keadaan pada 
1t , maka sistem tersebut terobservasi keadaan 
pada suatu 
0 1
t t . 
Bukti. 
Misalkan sistem (1) terboservasi keadaan pada 
0t , akan dibuktikan bahwa sistem tersebut ter-
konstruksi keadaan pada 1t . Karena sistem (1) 
terobservasi keadaan pada 0t , maka terdapat 
suatu waktu berhingga 1 0t t  sedemikian se-
hingga 
0 1( ( , )) .orank W t t n  
 Perhatikan matriks 0 1( , )cnW t t  pada per-
samaan (19) . Dengan mengalikan matriks 
0 1( , )cnW t t  dari kiri dengan 1 0( , )
T t t  dan dari 
kanan dengan 1 0( , )t t , diperoleh 
 1 0 0 1 1 0 0 1( , ) ( , ) = ( ,( , ).)
T
cn ot t Wt t tW t tt   
Karena 1 0( , )t t  adalah matriks tak singular un-
tuk setiap 0t  dan 1t , maka 1 0( ( , )) .rank t t n   




0 1( ( , ))orank W t t n  dan 
1 0( ( , ))rank t t n  , maka mestilah 
0 1( ( , ))cnrank W t t n  untuk setiap 1t  yang menun-
jukkan bahwa sistem terkonstruksi keadaan. 
 
 Misalkan sistem (1) terkonstruksi 
keadaan pada, akan dibuktikan bahwa sistem 
tersebut terobservasi keadaan pada 0t . Karena 
sistem (1) terkonstruksi pada 
1t , maka terdapat 
suatu waktu berhingga 
0 1
t t  sedemikian se-
hingga 
0 1( ( , )) .cnrank W t t n  
Perhatikan matriks 0 1( , )oW t t  pada per-
samaan (13). Dengan mengalikan matriks 
0 1( , )oW t t  dari kiri dengan 
1
1 0( ( , ))
T t t   dan dari 
kanan dengan 11 0( ( , ))t t





1 0 0 1 1 0
1
1 0 0 0
1
1 0
( ( , )) ( , )( ( , ))
( ( , )) ( , ) ( ) ( ) ( , )






t t W t t t t
t t t C C t d
t t










Karena 1 0( , )t t  matriks transisi keadaan, maka 
1
1 0 0 1( ( , )) ( , )
T Tt t t t   dan 
1
1 0 0 1( ( , )) ( , )t t t t
  . Akibatnya 
 10 1 0 1 1 0 0 1( ( , )) ( , )( ( , =)) ( , ) 
T
o cnt t W t t t t W t t
    
Karena 1 0( , )t t  adalah matriks tak singular un-
tuk setiap 0t  dan 1t , maka 1 0( ( , ))rank t t n  . 
Selanjutnya, karena 0 1( ( , ))cnrank W t t n  dan 
1 0( ( , ))rank t t n  , maka mestilah 
0 1( ))( ,oW tr tank n  untuk setiap 1t  yang menun-
jukkan bahwa sistem terobservasi keadaan.   
Berikut disajikan beberapa contoh yang 
memperlihatkan hasil-hasil diatas. 
Contoh 1. Diketahui ,  tx x y e x   . Akan diper-
lihatkan bahwa sistem ini terobservasi keadaan 
dengan menentukan keadaan 
0x . Matriks tran-
sisi keadaan untuk sistem ini adalah 
( )( , ) tt e      dan 0 0( )0( ) ( , ) .
t t
C t e e e





















   
Diberikan 0
0 0( ) ( )
t
t t e y y , maka 0x  dapat 





















         

  
Contoh 2. Diketahui sistem 
.
( ) ,  A tx x  ( )C ty x  
dimana 
21







 dan ( ) 0 tC t e    . 
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Karena 0 1( ( , )) 1 2orank W t t n   , maka sistem 
tak terobservasi. 
Contoh . 
1. Diketahui sistem 
.
( ) ,  ( )A t C t x x y x  di-
mana 
0 1






 dan  ( ) 1 0C t  . Akan 
diperlihatkan bahwa sistem ini terobservasi 
keadaan dengan menentukan keadaan 0x . 
Terlebih dahulu akan ditentukan matriks 
transisi keadaan dari sistem tersebut. 
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 maka matriks transisi keadaan dapat diten-
tukan dengan rumus 
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  0 0( ) ( , ) 1 ( )C t t      
Diberikan  0 0( ) ( )t t   y , maka 0x  
































 sama seperti contoh 
sebelumnya, tetapi  ( ) 0 1C t  . Akan di-
perlihatkan bahwa sistem ini tidak terob-
servasi keadaan. Karena A sama seperti con-























































   

  
Karena 0 1( ( , )) 1 2orank W t t n   , maka sis-
tem tak terobservasi. 
Contoh 4. Diberikan sistem 
.
( ) , A tx x  ( )C ty x  
dimana 
21







 dan ( ) 0tC t e    . 
Sistem ini terobservasi keadaan pada 0t . Akan 
diperlihatkan bahwa sistem ini terkontruksi 




0t . Karena sistem terobservasi 
keadaan pada 
0t , maka terdapat suatu waktu 
berhingga 
1 0t t  sedemikian sehingga 
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Karena 0 1( ( , ))cnrank W t t n , maka sistem ter-
konstruksi. 
 Contoh 3.3.5. Diberikan sistem 
.
( ) , A tx x  
( )C ty x  dimana 
21








( ) 0tC t e    . Sistem ini terkonstruksi 
keadaan pada 1t . Akan diperlihatkan bahwa sis-
tem ini terobservasi keadaan pada 0t . Karena 
sistem terkonstruksi keadaan pada 1t , maka ter-
dapat suatu waktu berhingga 
0 1
t t  sedemikian 
sehingga 
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 Karena 0 0 1( ( , )) 2rank W t t  , maka sistem terob-
servasi. 
  
SIMPULAN DAN SARAN 
Simpulan 
Berdasarkan uraian di atas, dapat diberi-
kan kesimpulan sebagai berikut: 
1. Syarat cukup dan perlu untuk keterobserva-
sian dari sistem (1) adalah 
 0 1( ( , )) ,orank W t t n   
2. Syarat cukup dan perlu untuk ket-
erkonstruksian dari sistem (1) adalah 
 0 1( ( , )) ,cnrank W t t n   
3. Jika sistem (1) terobservasi keadaan pada 0t , 
maka sistem tersebut terkons-truksi 
keadaan pada suatu 1 0t t . Selain itu, jika sis-
tem tersebut terkons-truksi keadaan pada 
1t , maka sistem tersebut terobservasi 
keadaan pada suatu 
0 1
t t . 
 
 




Untuk penelitian selanjutnya, penulis 
menyarankan untuk membahas tentang hub-
ungan antara keterobservasian dan ket-
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